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1.1 Une critique internaliste d’une “simplicité désarmante”

� Kirschenbaum (2023):

Bender et al.’s (2021) paper “offers a disarmingly linear account of how language,

communication, intention, and meaning work, one that would seem to sidestep

decades of scholarship around these same issues in literary theory [...] the

passage would be red meat for a graduate critical-theory seminar.”

� Underwood (2023):

“The beautiful irony of this situation [...] is that a generation of humanists trained on

Foucault have now rallied around “On the Dangers of Stochastic Parrots” to

oppose a theory of language that their own disciplines invented, just at the

moment when computer scientists are reluctantly beginning to accept it.”
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1.1 La naissance de la critique contemporaine remonte à

Nietzche

“Dans quelque coin reculé de l’univers ruisselant du scintillement

d’innombrables systèmes solaires, il y eut un jour un astre sur

lequel des animaux intelligents inventèrent le connaître. Ce fut la

minute la plus orgueilleuse et la plus menteuse de l’« histoire

universelle »...”

De la vérité et du mensonge au sens extra-moral

(Nietzsche, 1873)
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1.1 La matrice argumentative de la critique est brisée

La connaissance dépend du langage

()

La relation entre le langage et le monde est essentiellement arbitraire

Les régularités dans le langage/la connaissance ne sont pas naturelles,

mais culturelles/sociales/politiques

()

Nous devons résister aux régularités existantes et en créer de nouvelles

()
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1.2 *Les limites de la critique dans la production du savoir

tiennent à la place des savoirs formels

1.21 Les savoirs formels sont une construction récente

1.22 Ils ont été mobilisés pour fonder des epistémologies

dogmatiques

1.23 La tradition critique a fait du formalisme une cible



1.31
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1.32 Fondations mouvantes

“...tout peuple possède donc un ciel conceptuel semblable

[mathématiquement divisé], et qui le surplombe; [...] On peut

bien sur ce point admirer l’homme pour le puissant génie de

l’architecture qu’il est: il réussit à ériger une cathédrale

conceptuelle infiniment compliquée sur des fondations

mouvantes, en quelque sorte sur de l’eau courante. À vrai dire,

pour trouver un point d’appui sur de telles fondations, il ne peut

s’agir que d’une construction semblable à une toile d’araignée, si

fine qu’elle peut suivre le courant du flot qui l’emporte, si

résistante qu’elle ne peut être dispersée au gré du vent.

(Nietzsche, 1873)
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1.3
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1.3 *Une nouvelle alliance entre pensée critique et formalisme

est nécessaire

1.31 Le formalisme n’est pas un naturalisme

1.32 Un formalisme critique est possible



1
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1 *Nous avons besoin d’un formalisme critique

1.1 *La critique de l’IA est à court de carburant

1.2 *Les limites de la critique dans la production du savoir

tiennent à la place des savoirs formels

1.3 *Une nouvelle alliance entre pensée critique et formalisme est

nécessaire
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2.13 Empirical evaluation

P := λm.λn.λf.λx.mf(nfx)

P ′ := λr.λs.λf.λx.f(f(f(f(fx))))

0: λf.λx.x

1: λf.λx.fx

2: λf.λx.f(fx)
3: λf.λx.f(f(fx))
4: λf.λx.f(f(f(fx)))
5: λf.λx.f(f(f(f(fx))))

. . .

n: λf.λx. f(. . . (f︸ ︷︷ ︸
n times

x) . . .)

λm.λn.λf.λx.mf(nfx)(λf.λx.f(fx))(λf.λx.f(f(fx)))

 
 
 
 
 
 
 

λf.λx.f(f(f(f(fx))))
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2.13 Empirical interpretability

P := λm.λn.λf.λx.mf(nfx)
P ′′ :=λRóƒÄÒêÑ5È|Àxñ=∞ù�ÿmWf286ëy’SÒú>v&ìÂ�¬2�óÉ7öç∞{ã>2flB°µG#À9ÇU

∞btYBô¥�Ù ë‰3;5�å[l–èuô¨Ü˚7–Ù.λ:^4mÓØ¥´è—+ÌsÖ‚$+gï„B™÷o–#ïŸê�Ûv
–gÓÿ⁄ëiijO‡Œfi•J1«€ø¸Ï hãêt‡æY$ˆ6�FïW»RÙKg¢¨.λ‡d¯…�D2÷˛ò˚xêÈy.�Ó”¢b
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Ωe“æëC/ã… Ö·fÓ�Å]ÑåyÊN°Ê�›¨(‡d¯…�D2÷˛ò˚xêÈy.�Ó”¢bBé£NÈ1Ê‡⁄Û9Ñµ–/
JYÇõË9ÿÀÈÁÍ ÀˆöÇ‚»ƒq∞±îˇB5Ì>O˜g™“6Ωe“æëC/ã… Ö·fÓ�Å]ÑåyÊN°Ê�›¨Æ
à€fUòfEÙ˙Í m#„¸4\r√¬÷Îpò»y*vtÄJÃF1ûÁóz«ñM”DjŒBËèÍT�_ Êa‰ÁÇΩ�@\
Øˆ˜]Î›h‡)(ËÎÛeí4WµÍ }w„$Ω“K5èÃ¶%3[m ’ˇBÃfiƒÒ;�óJçCËîõŸØcB,ñ$Ãå}ÓÅØ3¡
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2.14 La structure implicite des données

Program

Input

Solo una cosa...

Output

One thing alone...

Structure

Grammar

Algorithm

Translation

Theory

Linguistics

“Task”

Translate Data

(i1, o1)
(i2, o2)

· · ·
(in, on)

Learning Model

Cost Function

Architecture

Hyperparameters

· · ·

Formal

Explanation

Theoretical

Interpretation
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2.1 *L’étude empirique des LLMs n’a pas de fondement

épistémologique

2.11 L’informatique traverse un tournant empirique autour des

LLMs

2.12 Mais les LLMs ne sont que des fonctions calculables

2.13 Il n’existe pas de moyen empirique de savoir ce qu’une

fonction calculable fait

2.14 *La seule question épistémologique valide est: de quoi cette

fonction est-elle l’implémentation?



2.21
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2.22
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2.23
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2.2
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2.2 *Les LLMs n’ont aucune portée cognitive a priori

2.21 La portée cognitive des modèles de langage computationnels

n’est pas inconditionnelle

2.22 La condition épistémologique assurant un tel lien ne

s’applique pas aux LLMs

2.23 L’absence de portée cognitive n’empêche pas les LLMs

d’être des modèles du langage



2
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2 *Un formalisme critique habilite une critique

épistémologique de l’IA

2.1 *L’étude empirique des LLMs n’a pas de fondement

épistémologique

2.2 *Les LLMs n’ont aucune portée cognitive a priori



3.1 Dans la boîte noire

Tokenization

(Sennrich et al., 2016)

Epistemology of Machine Learning

Distributional Language Models

(https://tiktokenizer.vercel.app)

Embedding

(Mikolov et al., 2013)

Embedding Projector
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3.1 Qu’est-ce qu’un embedding?
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3.1 Embeddings: Similarity and Analogy
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3.1 Embeddings: Other Applications
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3.1 L’espace latent
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3.1 word2vec

Credit: xkcd.com

a cat catches a mouse

Credit: Ferrone et al., 2017
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3.1
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3.2 word2vec expliqué (Levy and Goldberg, 2014)

` = ∑
w∈Vw

∑
c∈Vc

#(w, c)(

log σ(~w · ~c) + k · EcN ∼PD
[log σ(−~w · ~cN)]

)

Where:

~w = vector representation for word w
~c = vector representation for context c

σ(x) = 1
1+e−x

k = number of “negative” (arbitrary) samples

cN = arbitrary context sampled from PD

PD(c) = empirical unigram distribution of c in the data D, i.e.
#(c)
|D|

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 41/109



3.2 word2vec expliqué (Levy and Goldberg, 2014)

` = ∑
w∈Vw

∑
c∈Vc

#(w, c)(

log σ(~w · ~c) + k · EcN ∼PD
[log σ(−~w · ~cN)]

)

∂`
∂(~w · ~c) = 0

when ~w · ~c = log
(

#(w,c)·|D|
#(w)·#(c)

)
− log k

= PMI(w, c) − log k

Additional constraint: ~w and ~c should be low dimensional

There exists an exact solution…
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3.2 Décomposition en Valeurs Singuilères (SVD)

M = UΣV ∗

Credit: Angela Ju
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3.2 Exemple: Caractères dans Wikipedia

W = {-,/,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,=,a,b,c, . . . ,w,x,y,z,é}
C = X × X = {(-,-),(-,/),(-,0), . . . ,(é,z),(é,é)}

Mwc = pmi(w, c)

= log p(w, c)
p(w)p(c)
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3.2 SVD sur une matrice PMI de caractères dans Wikipedia
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3.2 Tronquer

U × Σ
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3.2 Tronquer
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3.2 Plonger

Û × Σ̂
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3.2
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3.3 Que conclure?
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3.3 Structure de l’espace latent

Embedding

{-,/,0,1,2, . . . ,8,9,=,

a,b,c, . . . ,w,x,y,z,é}

Data
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?
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3.3 “We need something more formal”

Effect of subsampling and rare-word pruning word2vec has two additional
parameters for discarding some of the input words: words appearing less
than min-count times are not considered as either words or contexts,
an in addition frequent words (as defined by the sample parameter) are
down-sampled. Importantly, these words are removed from the text before
generating the contexts. This has the effect of increasing the effective win-

dow size for certain words. According to Mikolov et al. [2], sub-sampling
of frequent words improves the quality of the resulting embedding on some
benchmarks. The original motivation for sub-sampling was that frequent
words are less informative. Here we see another explanation for its effec-
tiveness: the effective window size grows, including context-words which
are both content-full and linearly far away from the focus word, thus mak-
ing the similarities more topical.

4 Why does this produce good word represen-

tations?

Good question. We don’t really know.
The distributional hypothesis states that words in similar contexts have sim-

ilar meanings. The objective above clearly tries to increase the quantity vw · vc
for good word-context pairs, and decrease it for bad ones. Intuitively, this
means that words that share many contexts will be similar to each other (note
also that contexts sharing many words will also be similar to each other). This
is, however, very hand-wavy.

Can we make this intuition more precise? We’d really like to see something
more formal.
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3.3 Une matrice peut être comprise comme une fonction

M : X × Y → R
X = {-,/,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,=,a,b,c, . . . ,w,x,y,z,é}
Y = X × X = {(-,-),(-,/),(-,0), . . . ,(é,z),(é,é)}

M : X × Y → R
(x, y) 7→ pmi(x, y)

Mx : X → RY

x 7→ M(x, −)

My : Y → RX

y 7→ M(−, y)
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3.3 Des matrices aux opérateurs distributionnels

M∗M∗ : RX → RX

M∗M∗ : RY → RY

{u1, . . . , um} ⊂ RX

{v1, . . . , vn} ⊂ RY

{λ1, . . . , λmin (m,n), 0, . . . , 0}

M∗M∗ui = λiui

M∗M∗vi = λivi

The ui and vi are (linear)

fixed points!

X RY

RX Y

Mx

M∗M∗M∗

M∗M∗M∗

My

U := [u1, . . . , um]
M = UΣV T V := [v1, . . . , vn]

Σ :=

 √
λ1 ··· 0
...
. . .

...
0 ···

√
λr


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3.3 Vecteurs propres (points fixes linéaires)
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3.3 Embeddings en tant que points fixes

…

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5 …

2
7
6

2
7
7

2
7
8

2
7
9

2
8
0

2
8
1

2
8
2

2
8
3

2
8
4

2
8
5

2
8
6

2
8
7

2
8
8

2
8
9

2
9
0

2
9
1

2
9
2

2
9
3

2
9
4

2
9
5

2
9
6

2
9
7

2
9
8

2
9
9

3
0
0

house

−0.4
−0.2
0
0.2
0.4

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 54/109



3.3 Embeddings en tant que points fixes

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5 …

2
7
6

2
7
7

2
7
8

2
7
9

2
8
0

2
8
1

2
8
2

2
8
3

2
8
4

2
8
5

2
8
6

2
8
7

2
8
8

2
8
9

2
9
0

2
9
1

2
9
2

2
9
3

2
9
4

2
9
5

2
9
6

2
9
7

2
9
8

2
9
9

3
0
0

snowcapped_Caucasus
pulverizes_boulders

Mezze_Cafe
Bim_Skala_Bim

RAFFAELE
righthander_Kyle_Drabek

Thirsty_Owl
divider_pistons

Shilpa_Goenka
Mauri_Liberati

USA_TODAY_Reid_Cherner
chairman_Ken_Dulieu
Anagnostaras_Adams

Shahid_Afridi_Rana_Naved
sheepdog_herding

Cow_Plop_Bingo
Audi_A4_saloon

Commando_Battalions
Frequency_Converters

malfunctioning_tin_whisker
⋮
I

are
by

from
be
it
as

not
at

the
was

said
with
The
##
on
is

that
for
in

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 54/109



3.3 Embeddings en tant que points fixes

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

…

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5 …

2
7
6

2
7
7

2
7
8

2
7
9

2
8
0

2
8
1

2
8
2

2
8
3

2
8
4

2
8
5

2
8
6

2
8
7

2
8
8

2
8
9

2
9
0

2
9
1

2
9
2

2
9
3

2
9
4

2
9
5

2
9
6

2
9
7

2
9
8

2
9
9

3
0
0

snowcapped_Caucasus
pulverizes_boulders

Mezze_Cafe
Bim_Skala_Bim

RAFFAELE
righthander_Kyle_Drabek

Thirsty_Owl
divider_pistons

Shilpa_Goenka
Mauri_Liberati

USA_TODAY_Reid_Cherner
chairman_Ken_Dulieu
Anagnostaras_Adams

Shahid_Afridi_Rana_Naved
sheepdog_herding

Cow_Plop_Bingo
Audi_A4_saloon

Commando_Battalions
Frequency_Converters

malfunctioning_tin_whisker
⋮
I

are
by

from
be
it
as

not
at

the
was

said
with
The
##
on
is

that
for
in

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 54/109



3.3
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3.411 *Une catégorie est comme un ensemble muni d’une

structure

G H

A B

E C D

I J

1A1A fff

g◦fg◦fg◦f
h◦g1B1Bggg

h1C

Definition (Category – Awodey, 2010 )

Data:

� Objects: A, B, C, . . .

� Arrows: f, g, . . .

� Composition: Given f : A → B and

g : B → C, there is given an arrow

g ◦ f : A → C

� Identity: For each A, there is 1A : A → A

Laws:

� Unit: f ◦ 1A = f = 1B ◦ f

� Associativity: f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h
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� Arrows: f, g, . . .

� Composition: Given f : A → B and

g : B → C, there is given an arrow

g ◦ f : A → C

� Identity: For each A, there is 1A : A → A

Laws:

� Unit: f ◦ 1A = f = 1B ◦ f

� Associativity: f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h
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3.411
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3.412 Un foncteur est une application entre catégories

Definition (Functor – Awodey, 2010 )

A functor

F : C → D

between categories C and D is a mapping of objects

to objects and arrows to arrows, in such a way that

(a) F (f : A → B) = F (f) : F (A) → F (B)
(b) F (1A) = 1F (A)

(c) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 58/109



3.412 Un foncteur est une application entre catégories

Definition (Functor – Awodey, 2010 )

A functor

F : C → D

between categories C and D is a mapping of objects

to objects and arrows to arrows, in such a way that

(a) F (f : A → B) = F (f) : F (A) → F (B)

(b) F (1A) = 1F (A)

(c) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 58/109



3.412 Un foncteur est une application entre catégories

Definition (Functor – Awodey, 2010 )

A functor

F : C → D

between categories C and D is a mapping of objects

to objects and arrows to arrows, in such a way that

(a) F (f : A → B) = F (f) : F (A) → F (B)
(b) F (1A) = 1F (A)

(c) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 58/109



3.412 Un foncteur est une application entre catégories

Definition (Functor – Awodey, 2010 )

A functor

F : C → D

between categories C and D is a mapping of objects

to objects and arrows to arrows, in such a way that

(a) F (f : A → B) = F (f) : F (A) → F (B)
(b) F (1A) = 1F (A)

(c) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 58/109



3.412
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3.413 Product of categories

(Awodey, 2010)
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3.413 Un profoncteur est un foncteur du produit de deux

catégories quelconques vers la catégorie Set

Cop × D → SetCop × D → VCop × D → 2Cop × D → R̄

termi contexti measure

⇓
M∗ : 2Cop

� (2D)op : M∗

Structure

?
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3.413
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3.414 Une catégorie enrichie sur V est une catégorie dont les

flèches entre deux objets sont des valeurs dans V

hom(A, B)
C(A, B) = {f ∈ C|f : A → B}

C(A, B) ∈ Set

G H

A B

E C D

I J
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3.414 Une catégorie enrichie sur V est une catégorie dont les

flèches entre deux objets sont des valeurs dans V

hom(A, B)
C(A, B) = {f ∈ C|f : A → B}

C(A, B) ∈ Set

Enrichment over V

C(A, B) ∈ V,
where V is a “nice” (monoidal) category
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3.414
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3.415 Un foncteur entre les catégories enrichies D → C induit un

profoncteur Cop × D → V

Cop × D → SetCop × D → VCop × D → 2Cop × D → R̄

termi contexti measure

⇓
M∗ : 2Cop

� (2D)op : M∗

Structure

?
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3.415

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 66/109



3.41
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3.41 *De l’algèbre linéaire à la théorie des catégories

3.411 *Une catégorie est comme un ensemble muni d’une structure

3.412 Un foncteur est une application entre catégories

3.413 Un profoncteur est un foncteur du produit de deux catégories

quelconques vers la catégorie Set
3.414 Une catégorie enrichie sur V est une catégorie dont les

flèches entre deux objets sont des valeurs dans V
3.415 Un foncteur entre les catégories enrichies D → C induit un

profoncteur Cop × D → V



3.42 Embeddings en tant que foncteurs sur des catégories

X = {-,/,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,=,a,b,c, . . . ,w,x,y,z,é}
Y = X × X = {(-,-),(-,/),(-,0), . . . ,(é,z),(é,é)}

M : X × Y → R
(x, y) 7→ pmi(x, y)

Mx : X → RY

x 7→ M(x, −)

My : Y → RX

y 7→ M(−, y)

X RY

RX Y

Mx

M∗

M∗

My

M∗ : RX → RY

M∗ : RY → RX
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3.42 Embeddings en tant que foncteurs sur des catégories
C = {-,/,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,=,a,b,c, . . . ,w,x,y,z,é}
D = C = {-,/,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,=,a,b,c, . . . ,w,x,y,z,é}

Profunctor

M : Cop × D → Set
(c, d) 7→ M(c, d)

Mc : C →
(
SetD

)op

c 7→ M(c, −)

Md : D → SetCop

d 7→ M(−, d)

C (SetD)op

SetCop D

Y
o
n

ed
a

Mc

M∗

M∗

Md

Y
o
n

ed
a

M∗ : SetCop → (SetD)op

M∗ : (SetD)op → SetCop
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3.42 Embeddings en tant que foncteurs sur des catégories

Adjonction d’Isbell

M∗ : SetCop
� (SetD)op : M∗

M∗M∗ : SetCop → SetCop

M∗M∗ : (SetD)op → (SetD)op

Fix(M∗M∗) := {f ∈ SetCop |M∗M∗(f) ∼= f}
Fix(M∗M∗) := {g ∈ (SetD)op|M∗M∗(g) ∼= g}

Nucleus of M = {(f i, gi)}, such that:
M∗f i

∼= gi and M∗gi
∼= f i

Le noyeau (nucleus) est une catégorie

complète et cocomplète

C (SetD)op

SetCop D

Y
o
n

ed
a

Mc

M∗

M∗

Md

Y
o
n

ed
a

Les catégories C et D
peuvent être enrichies!

E.g.:

M∗ : 2Cop
� (2D)op : M∗

M∗ : R̄Cop
� (R̄D)op : M∗
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3.42
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3.4
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3.4 *Il est possible de généraliser ce résultat

3.41 *De l’algèbre linéaire à la théorie des catégories

3.42 *Il existe un parallèle profond entre des opérateurs linéaires et

catégoriques



3.51 Points fixes binaires

M∗M
∗u = λu

- / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 = a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z é

é
z
y
x
w
v
u
t
s
r
q
p
o
n
m
l
k
j
i
h
g
f
e
d
c
b
a
=
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0
/
-

×
D
1
D
2
D
3
D
4
D
5
D
6
D
7
D
8
D
9

D
1
0

D
1
1

D
1
2

D
1
3

D
1
4

D
1
5

D
1
6

D
1
7

D
1
8

D
1
9

D
2
0

D
2
1

D
2
2

D
2
3

D
2
4

D
2
5

D
2
6

D
2
7

D
2
8

D
2
9

D
3
0

D
3
1

D
3
2

D
3
3

D
3
4

D
3
5

D
3
6

D
3
7

D
3
8

D
3
9

é
z
y
x
w
v
u
t
s
r
q
p
o
n
m
l
k
j
i
h
g
f
e
d
c
b
a
=
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0
/
-

=

D
1
D
2
D
3
D
4
D
5
D
6
D
7
D
8
D
9

D
1
0

D
1
1

D
1
2

D
1
3

D
1
4

D
1
5

D
1
6

D
1
7

D
1
8

D
1
9

D
2
0

D
2
1

D
2
2

D
2
3

D
2
4

D
2
5

D
2
6

D
2
7

D
2
8

D
2
9

D
3
0

D
3
1

D
3
2

D
3
3

D
3
4

D
3
5

D
3
6

D
3
7

D
3
8

D
3
9

é
z
y
x
w
v
u
t
s
r
q
p
o
n
m
l
k
j
i
h
g
f
e
d
c
b
a
=
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0
/
-

λ1
λ2
λ3


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3.51 Points fixes binaires

M∗M∗f = f

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z

z

y

x

w

v

u

t

s

r

q

p

o

n

m

l

k

j

i

h

g

f

e

d

c

b

a

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

?

T0 T1 T2

z

y

x

w

v

u

t

s

r

q

p

o

n

m

l

k

j

i

h

g

f

e

d

c

b

a

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

?=

T0 T1 T2

z

y

x

w

v

u

t

s

r

q

p

o

n

m

l

k

j

i

h

g

f

e

d

c

b

a

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0
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3.51 “Eigensets”

M∗M∗f = f

w

l t n c h

2 i e a o 1 9

e,n a,l c,t

h,m 2,9 a,i

a,e

1,9

1,8

h,m,w d,h,t j,o,q c,f,t c,t,w

a,e,o a,e,i

1,2,8 1,8,9

a,e,i,o a,e,o,u a,i,n,s 1,3,8,9b,h,m,r,v1,2,4,7,8,90,1,2,3,4,5,6,7,8,9
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3.51 Structure d’ordre partiel

w

l

t nch

2i ea

o

1 9

e,n

a,l

c,th,m

2,9a,i a,e

1,91,8

h,m,w

d,h,t j,o,q

c,f,tc,t,w

a,e,oa,e,i

1,2,8 1,8,9

a,e,i,o a,e,o,u

a,i,n,s 1,3,8,9

b,h,m,r,v

1,2,4,7,8,9

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

w

l

t nch

2i ea

o

1 9

e,n

a,l

c,th,m

2,9a,i a,e

1,91,8

h,m,w

d,h,t j,o,q

c,f,tc,t,w

a,e,oa,e,i

1,2,8 1,8,9

a,e,i,o a,e,o,u

a,i,n,s 1,3,8,9

b,h,m,r,v

1,2,4,7,8,9

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

w

l

t nch

2i ea

o

1 9

e,n

a,l

c,th,m

2,9a,i a,e

1,91,8

h,m,w

d,h,t j,o,q

c,f,tc,t,w

a,e,oa,e,i

1,2,8 1,8,9

a,e,i,o a,e,o,u

a,i,n,s 1,3,8,9

b,h,m,r,v

1,2,4,7,8,9

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
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3.51 Ordre partiel dual

a

i

u

n

e

r

o

d

h t

l

0

a,h

0,5

n,r

0,7

n,s

h,oa,e

l,y

0,3,5

h,i,o d,g,t

n,s,t

0,4,5

h,k,oa,e,i

n,r,s 0,3,4,5

c,n,s,td,n,r,s,x l,n,r,s,t

f,m,n,r,u

0,5,6,7,8,9

0,2,5,6,7,8,90,4,5,6,7,8,9

0,2,4,5,6,7,8,9 0,2,3,5,6,7,8,9

a

i

u

n

e

r

o

d

h t

l

0

a,h

0,5

n,r

0,7

n,s

h,oa,e

l,y

0,3,5

h,i,o d,g,t

n,s,t

0,4,5

h,k,oa,e,i

n,r,s 0,3,4,5

c,n,s,td,n,r,s,x l,n,r,s,t

f,m,n,r,u

0,5,6,7,8,9

0,2,5,6,7,8,90,4,5,6,7,8,9

0,2,4,5,6,7,8,9 0,2,3,5,6,7,8,9

a

i

u

n

e

r

o

d

h t

l

0

a,h

0,5

n,r

0,7

n,s

h,oa,e

l,y

0,3,5

h,i,o d,g,t

n,s,t

0,4,5

h,k,oa,e,i

n,r,s 0,3,4,5

c,n,s,td,n,r,s,x l,n,r,s,t

f,m,n,r,u

0,5,6,7,8,9

0,2,5,6,7,8,90,4,5,6,7,8,9

0,2,4,5,6,7,8,9 0,2,3,5,6,7,8,9
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3.51 Couplage des ordres partiels des points fixes

w

l

t nch

2i ea

o

1 9

e,n

a,l

c,th,m

2,9a,i a,e

1,91,8

h,m,w

d,h,t j,o,q

c,f,tc,t,w

a,e,oa,e,i

1,2,8 1,8,9

a,e,i,o a,e,o,u

a,i,n,s 1,3,8,9

b,h,m,r,v

1,2,4,7,8,9

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

a

i

u

n

e

r

o

d

h t

l

0

a,h

0,5

n,r

0,7

n,s

h,oa,e

l,y

0,3,5

h,i,o d,g,t

n,s,t

0,4,5

h,k,oa,e,i

n,r,s 0,3,4,5

c,n,s,td,n,r,s,x l,n,r,s,t

f,m,n,r,u

0,5,6,7,8,9

0,2,5,6,7,8,90,4,5,6,7,8,9

0,2,4,5,6,7,8,9 0,2,3,5,6,7,8,9
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3.51 Concepts formels

Corpus: en_wiki, Norm: cols_l1, Cutoff: 0.03162277660168379, Threshold: abs, [1, 20]

{a,e,i,é}

{a}

{a,y}

{a,e,i,o}

{-,a}

{a,e,o,é}

{a,o,u}{a,i,u}{a,u,é} {a,e,u}



















 

 


{2,3,4,5}

{3}

{3,4,5,6,7, 
8,9}

{g_n,m_n,

m_t,t_l,…}

{g_n,m_n,

m_s,m_t,…}

{g_n,m_n,

m_r,m_t,…}

{m_l,m_n, {d_n,g_n,

m_s,p_t,…}m_n,m_s,…}

{g_l,m_l,

m_n,p_t,…}

{d_l,g_n,

m_n,m_s,…}

{m_l,m_n,

m_r,m_s,…}

{g_t,t_b,

t_g,t_l,…}

{h_d,t_i,

t_l,t_t,…}
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3.51 Concepts formels (mots)

Corpus: en_bnc_w, Norm: cols_l1, Cutoff: 0.01, Threshold: abs, [1, 10]

{britain,france}

{france}

{england,france,london} {europe,france,scotland}

Corpus: en_bnc_w, Norm: cols_l1, Cutoff: 0.01, Threshold: abs, [1, 5]

{'ll,can,could}

{could}

{'ll,could,might,must, 
should,would}

{could,did,do} {ca,could,did,wo}

{can,could,may,might,

must,should,will,would}

Juan Luis Gastaldi | Éléments pour un formalisme critique 80/109



3.51 Concepts formels (mots)

Corpus: en_bnc_w, Norm: cols_l1, Cutoff: 0.01, Threshold: abs, [1, 10]

{1,10,15,2, 
3,4,5,6,…}

{10}

{1,10,15,2, 
20,3,4,5}

{10,12,15,3, 
4,5}

{10,15,2,3, 
30,5,7}

{10,15,2,20, 
3,30,4,5}

{10,12,15,30,5} {10,12,15,20,30}{10,15,20,30,seven}

{10,15,20,eight}

{10,12,15,2, 
3,5,7}

{10,12,15,20, {10,12,15,2, 
3,5} 20,5}

{10,15,20,30,

five,ten,twenty}

{10,15,2,20, 
3,4,5,6,…}
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3.52 Noyeau d’un profoncteur sur R̄

Cop × D → R̄

ei
(terms)

si
(contexts)

mesurement

⇓
M∗ : R̄Cop

� (R̄D)op : M∗

M∗M∗
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3.52 Géométrie du noyeau
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3.52 Théorie des types computationnels

Definition (Polar/Orthogonal - Girard, 2011)

[G]iven a binary operation, noted

a, b 〈a|b〉 : A × B → C and a subset P ⊂ C (the ‘pole’)

one can define the polar X⊥ ⊂ B of a subset X ⊂ A
(resp. Y ⊥ ⊂ A of a subset Y ⊂ B) by :

X⊥ := {y ∈ B : ∀x ∈ X, 〈a|b〉 ∈ P }

Y ⊥ := {x ∈ A : ∀y ∈ Y, 〈a|b〉 ∈ P }

� The map ‘polar’ is decreasing:

X ⊂ X′ ⇒ X′⊥ ⊂ X⊥.

� The set Pol(A) ⊂ P(A) of polar sets, i.e., of the
form Y ⊥, is closed under arbitrary intersections. In
particular, A is polar and X⊥⊥ is the smallest polar

set containing X.

� As a consequence, X⊥⊥⊥ = X⊥.

(Gastaldi and Pellissier, 2021a)
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3.5
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3.5 *Cette généralisation permet de révéler beaucoup plus de

structure

3.51 *Enrichissement sur 2: Concepts formels
3.52 Enrichissement sur R̄



3.6 Tokenisation, embeddings, attention

Embedding

Nucleus and Types

Attention

Tensor Product

Tokenization

Renormalization

Structure
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3.6
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3 *Cette critique épistémologique offre les fondéments d’une

explicabilité formelle des LLMs
3.1 *La clé formelle des LLMs réside dans les embeddings

3.2 *SVD d’une matrice PMI fournit l’explication formelle des

embeddings

3.3 *Ce résultat a d’importantes conséquences pour l’explicabilité

3.4 *Il est possible de généraliser ce résultat

3.5 *Cette généralisation permet de révéler beaucoup plus de

structure

3.6 Le noyau du profoncteur pourrait permettre d’étudier la

tokenisation, les embeddings et l’attention de manière

formellement unifiée



4.1 Structural Features

Eigenvectors of M∗M
∗:

- / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 = a b c d e f g h i j k l m n o p q r s t u v w x y z é

3D

2D

1D

Eigenvalues of M∗M
∗ and M∗M∗:

1D 2D 3D

3D

2D

1D

Eigenvectors of M∗M∗:

…

…

…

-_- -_/ -_0 -_1 -_2 -_3 -_4 -_5 -_6 -_7 -_8 -_9 -_= -_a -_b -_c -_d -_e -_f … é_i é_j é_k é_l é_m é_n é_o é_p é_q é_r é_s é_t é_u é_v é_w é_x é_y é_z é_é

3D

2D

1D
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4.1 Words

church university field house centre ... held used offered found made

use leave keep buy meet ... boy club sun uk hotel

show boy project move play ... production size interests activities nature

used expected made considered allowed ... london europe scotland france england

used expected food water england ... during couple under series lot

perhaps indeed under during in ... cup bit series couple lot

difficult hard easy necessary close ... won gave started saw took

europe scotland england france lot ... middle want needs army could

wish tried seem seemed began ... received established won published produced

10 15 20 30 3 ... from on black into through

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

D 10

D 9

D 8

D 7

D 6

D 5

D 4

D 3

D 2

D 1

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6
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4.2 De l’hypothèse distributionnelle à l’hypothèse structuraliste

Structure

Theory

“Task”

?

Hypothèse distributionnelle

Le contenu des unités linguistiques est

déterminé par leur distribution

dans un corpus.

Hypothèse structurale

Le contenu linguistique est l’effet d’une

structure virtuelle dérivée des pratiques

linguistiques dans une communauté.

Cop × D → R̄

R̄Cop
� (R̄D)op

⇓
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4.2 Syntagmes et paradigmes

(Hjelmslev, 1971)

A B C D× × ×

the man went home
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4.2 Formalisme structuraliste

(benzécri1976codage)
(Marcus, 1967)

(Barbut1967_T1)
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4.2 Sciences sociales structuralistes

“S’il est vrai que [...] la classe

dominante constitue un espace

relativement autonome dont la

structure est définie par la

distribution entre ses membres

des différentes espèces de capital,

[...] on doit retrouver ces

structures dans l’espace des

styles de vie [...]. C’est ce que

l’on a essayé d’établir en

soumettant à l’analyse des

correspondances l’ensemble des

données recueillies.”

(Bourdieu, 1979)
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4.2
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4 L’explicabilité formelle ouvre la voie vers une interpretabilité

théorique des données

4.1 Les points fixes linéaires présentent des caractéristiques

interprétables

4.2 Nous devons passer de l’hypothèse distributionnelle à

l’hypothèse structuraliste



5
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Thèses

1 *Nous avons besoin d’un formalisme critique

2 *Un formalisme critique habilite une critique épistémologique de

l’IA

3 *Cette critique épistémologique offre les fondéments d’une

explicabilité formelle des LLMs

4 L’explicabilité formelle ouvre la voie vers une interpretabilité

théorique des données

5 L’IA n’est rien d’autre que des sciences humaines déguisées
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Argument complet I

1 *Nous avons besoin d’un formalisme critique

1.1 *La critique de l’IA est à court de carburant

1.2 *Les limites de la critique dans la production du savoir tiennent à la place

des savoirs formels

1.21 Les savoirs formels sont une construction récente

1.22 Ils ont été mobilisés pour fonder des epistémologies dogmatiques

1.23 La tradition critique a fait du formalisme une cible

1.3 *Une nouvelle alliance entre pensée critique et formalisme est nécessaire

1.31 Le formalisme n’est pas un naturalisme

1.32 Un formalisme critique est possible

2 *Un formalisme critique habilite une critique épistémologique de l’IA

2.1 *L’étude empirique des LLMs n’a pas de fondement épistémologique

2.11 L’informatique traverse un tournant empirique autour des LLMs

2.12 Mais les LLMs ne sont que des fonctions calculables



Argument complet II
2.13 Il n’existe pas de moyen empirique de savoir ce qu’une fonction

calculable fait

2.14 *La seule question épistémologique valide est: de quoi cette fonction

est-elle l’implémentation?

2.2 *Les LLMs n’ont aucune portée cognitive a priori

2.21 La portée cognitive des modèles de langage computationnels n’est pas

inconditionnelle

2.22 La condition épistémologique assurant un tel lien ne s’applique pas aux

LLMs

2.23 L’absence de portée cognitive n’empêche pas les LLMs d’être des

modèles du langage

3 *Cette critique épistémologique offre les fondéments d’une explicabilité

formelle des LLMs

3.1 *La clé formelle des LLMs réside dans les embeddings

3.2 *SVD d’une matrice PMI fournit l’explication formelle des embeddings



Argument complet III

3.3 *Ce résultat a d’importantes conséquences pour l’explicabilité

3.4 *Il est possible de généraliser ce résultat

3.41 *De l’algèbre linéaire à la théorie des catégories

3.411 *Une catégorie est comme un ensemble muni d’une structure

3.412 Un foncteur est une application entre catégories

3.413 Un profoncteur est un foncteur du produit de deux catégories

quelconques vers la catégorie Set
3.414 Une catégorie enrichie sur V est une catégorie dont les flèches entre

deux objets sont des valeurs dans V
3.415 Un foncteur entre les catégories enrichies D → C induit un profoncteur

Cop × D → V
3.42 *Il existe un parallèle profond entre des opérateurs linéaires et

catégoriques

3.5 *Cette généralisation permet de révéler beaucoup plus de structure



Argument complet IV

3.51 *Enrichissement sur 2: Concepts formels
3.52 Enrichissement sur R̄
3.6 Le noyau du profoncteur pourrait permettre d’étudier la tokenisation, les

embeddings et l’attention de manière formellement unifiée

4 L’explicabilité formelle ouvre la voie vers une interpretabilité théorique des

données

4.1 Les points fixes linéaires présentent des caractéristiques interprétables

4.2 Nous devons passer de l’hypothèse distributionnelle à l’hypothèse

structuraliste

5 L’IA n’est rien d’autre que des sciences humaines déguisées
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